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Vereinfachte Prifung der Additivitit bei Streuungszerlegungen
(Varianzanalysen)
Von ¥. WEILING

Mit 1 Abbildung

Als das wohl bestbekannte stochastische Analyse-
verfahren darf die Streuungszerlegung gelten. Ur-
spriinglich von R. A. FisgER fiir Belange des land-
wirtschaftlichen Ertragsversuchswesens entwickelt,
ist ihre allgemeine Bedeutung schnell erkannt worden.
Weniger gut sind dagegen vielfach die Voraussetzun-
gen bekannt, unter denen die Streuungszerlegung
erfolgversprechend angewendet werden kann. Die
Nichtbeachtung dieser Voraussetzungen hat oft zur
Folge, dafl die Moglichkeiten, die die Streuungszer-
legung bietet, nicht gédnzlich ausgeschopft oder gar
das Verfahren als solches gelegentlich als unzuling-
lich betrachtet werden.

Unter den 4 Voraussetzungen fiir die Anwendbar-
keit der Streuungszerlegung: Additivitit der Einzel-
effekte, Streuungsgleichheit in den verschiedenen
Behandlungs- (Versuchs-)reihen, Normalitit und
stochastische Unabhingigkeit der Einzeldaten, nimmt
die Additivitat die erste und wichtigste Stelle ein, wie
wohl EISENHART (1947) als erster herausgestellt hat.
Die relativ spite Erkenntnis der Bedeutung der
Additivitdt beruht darauf, daf diese die Bedingungen
der Streuungsgleichheit und Normalitit in gewissem
Umfang umfaBt, so daB sie in vielen Fillen implicite
gegeben ist. TukeEv hat 1949 fiir einfache und
doppelte Streuungszerlegungen einen Test mitgeteilt,
mit dessen Hilfe das Fehlen der Additivitit gepriift
werden kann. Aufeine An-

wird. Leider ist die Durchfithrung dieses Testes
selbst in seiner einfachen Form recht umstindlich
und bei groBerem Umfang der Versuchsdaten er-
heblich aufwendiger als die cigentliche Streuungs-
zerlegung. Dies mag, abgesehen davon, dafl dieser
Test bisher wenig bekannt ist (eine eingehende Dar-
stellung siche bei SNEDECOR, 5. Aufl. 1956), die Ur-
sache dafiir sein, dal er bisher wenig angewendet
wird. Beider Bedeutung, die der Streuungszerlegung
im landwirtschaftlichen und nicht zuletzt im ziich-
terischen Versuchswesen zukommt, seien daher fiir
den Fall einer einfachen und doppelten Strenungszer-
legung eine Vereinfachung des Testverfahrens darge-
stellt, sowie fiir den Fall einer mehrfachen Streuungs.
zerlegung gewisse Gesichtspunkte mitgeteilt, die di-
Beurteilung der Additivitit zu erleichtern vermdgene

1. Das Testverfahren im Falle einer einfachen und
doppelten Streuungszeriegung

Dieses Testverfahren sei zunichst in der von
TukEY angegebenen und von SNEDECOR iibernom-
menen Form an einem kurzen Beispiel soweit darge-
stellt, wie es zum Verstdndnis der Vereinfachung er-
forderlich ist.

Beispiel: Beurteilung der Zahl der Univalente in den Pol-

lenmutterzellen (PMZ) dreier F,-Artbastarde Cucurbita
moschata X C. foetidissima (vgl.WEILING 1960) (siehe Tab.1).

regung SNEDECORs hin hat Tabelle 1.

er 1955 ecine allgemeine

Form dieses Testes angege- Zehl der | Pilanze Summe | sihaty | Abweichung | produktsumme
benund sie an eln{e‘m,,latex- ? v | 2 3 X 5o TR pp=2%;;d,
nleehen Q_uadrat demon- . 3 10 26 44 1467 —oss + 2300
striert. Dieser Test beruht 2 2 6 28 36 |12.00] — 320 1 334.8
im wesentlichen daranf, 3 8. 22 30 60 |20,00 + 4,80 -+ 247:2
daB von dem beider Streu- 4 2 10 30 42 |1g400f —1,20 4 3480
ungszerlegung sich erge- 5 6 11 29 46 1533 + o013 + 291,2
benden ,,Fehler’ die durch .

die Abweichung vom addi- Summe X 20 > 3 228 1455,
tiven Modell sichergebende Durch-

Summe von Abweichungs- ~ schnittz, 5,2 11,8 28,6 15,2
quadraten{XAQ)miteinem .

Freiheitsgrad abgezogen %bvzve_;c}g%g —100 | — T

und gegen den alsdann ver- o ’ >4 34

bleibenden Rest getestet

Anmerkung: Xd; und = di miissen gleich o sein.
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Die Rechnung verlduft folgendermafBien:

1. Man bilde die Summen Xj; Xj, die Durchschnitte
z;, 7 und die Abweichungen d; = #; —wund d; = 7, — 7.

2. Man bilde die Produlktsummen p; = X #;; d;,
z. B. p; = 8+ (—10,0) + 10+ (— 3,4) + 26 (+ 13,4) =
= + 234,4.

3. Man berechne P = X p; d;:
(—0,53) - 234,4 + (— 3,20) - 334,8 + (+ 4,80) - 247,2 +
(— 1,20) - 348,0 + (4- 0,13) : 291,2 = — 388,776.

4. Man berechne X d%: = 291,12.

5. Man berechne X' d%: = 35,0178. :

6. Die Summe der Abweichungsquadrate (Z4Q) fiir
das ,,Fehlen der Additivitdt" betragt:

P (—388,776 _
Zadz. a3 201,12 - 35,0178 4,

8265

7. Streuungszerlegung:

Ursache ‘ ZA4Q J Fgf BXAQ F
Total 1648,4 14 {
Pflanzen 1455,6 2,727,8 66,365+
Wiederholungen | 105,0667 | 4 ‘ 26,2667, 2,395~
Fehler l 87,7333 8 ‘ 10,9667

8. Beurteilung der Additivitét:

Ursache XAQ ‘ Fg ’ G240 F
Fehler 87,7333 ! 8
Fehlen der i
Additivitédt 14,8265 1| 14,8265 1,424~
Rest 72,9068 ’ 7 10,4153

Die ZAQ fiir das ,,Fehlen der Additivitat (siehe unter
6) wird von der XAQpener abgezogen. AnschlieBend
wird die @ ZAQFehlen der Additivisit gegen die g ZAQ des ver-
bleibendes Restes mit Hilfe des F-Testes auf Signifikanz
gepriift.

Diese Rechnung vereinfacht sich erheblich dadurch,
daB auf die Berechnung der Durchschnitte x;, x;,
der Abweichungen d;, d; und der Quadratsummen der
Abweichungen 2'd;, X d; verzichtet werden kann.
Uberdies 1483t sich die Beriicksichtigung der wechseln-
den Vorzeichen bei der Berechnung von P vermeiden.
Es 148t sich zeigen, daB

2" AQFenlen a. Additivitat
(2% X X, — Ty (ZAQr + FAQy - Korr)? 1
- N.XAQgr- ZAQz (1)

ist, wobel sdmtliche GroBen dieser Beziehung mit
Ausnahme von X'x;; X; X; aus der Streuungszerle-
gung bzw. ihrer Durchfithrung bekannt sind. Es ist:

X2 x;; = Summe aller Versuchsdaten
N = Gesamtzahl aller Versuchsdaten

2’AQg = Summe der Abweichungsquadrate zwi-
schen den Versuchsreihen {(in unserm
Beispiel zwischen den Pflanzen)

X AQ, = Summe der Abweichungsquadrate zwi-
schen den Zeilen (in unserm Beispiel
zwischen den Wiederholungen)

Korr = —117(2r x%;;)% das Korrekturglied.

Xx;; X; X; stellt die Summe der Produkte jedes
Versuchswertes x;; mit der zugehdrigen Reihen- und
Zeilensumme (X;, X;) dar. Diese Rechnung 4Bt sich
mit einer Maschine, die {iber Riickiibertragung und
Speicherwerk verfiigt, in einem Arbeitsgang durch-
filhren. Bei geeigneter Maschinenkonstruktion er-
scheint nach der Berechnung jeder X x;; X; das zu-
gehorige X; im Umdrehungszidhlwerk (Kontroll-
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moglichkeit). Die X'x;; X; sind fiir eine spitere
Rechnung festzuhalten.
Fiir unser Beispiel ergibt sich:

2'AQF. 4. Additivitat
_ [1 140 160 — 228 (1455,6 + 105,0667 + 3465,6)*
- 15 - 1455,6 - 105,0667

= 14,8102.

Die geringfiigige Abweichung gegeniiber dem TUukE Y-
schen Verfahren ist durch Rundungsfehler bei diesem
Verfahren bedingt (Abbrechen mit der zweiten Stelle
nach dem Komma bei der Berechnung von %;).

Die durch das vorgeschlagene Verrechnungsverfah-
ren sich ergebende Vereinfachung mag bei geringem
Umfang des zu verarbeitenden Zahlenmaterials unbe-
deutend erscheinen. Sie wirkt sich jedoch mit
wachsendem Zahlenmaterial ganz erheblich aus.
Ableitung der Formel (1): Es ist

P [Zajm—o) (@ —a)P
Saz-3diT Z(ei—ux) Xz —z?

1 1 1 1 n?
{W Z‘xzinX,'—Z'xij(ﬁZXﬁ +u I X} —ﬁ(Exi,-V) J}

W\ i—v Ex) TR i— v (E#i)

_ % X Xy — Xy (EAQr + TAQz + Korr))?
- N . ZAQp- ZAQz

wobei M die Anzahl der Zeilen (Wiederholungen), R die
Anzahl der Reihen (Pflanzen) darstellt.

Da das Fehlen der Additivitdt unter Umstinden durch
eine Fehlmessung bedingt ist, die bei dem einen oder an-
deren Versuchswert eine mehr oder weniger groBe Abwei-
chung zur Folge hat, gibt Tukey (beim einfachen Test)
ein Verfahren an, diese Moglichkeit auszuschlieBen. Die-
sem Verfahren liegt eine Priifung der Korrelation zwi-
schen den GroBen p, und #; zugrunde. Bei additiver Wir-
kung zeigen die MeBpunkte einen mehr oder weniger
waagerechten Verlauf innerhalb des Vertrauensinterval-
les um p = p;, das fiir P = 0,05 durch die Formel

pE2 VZ" a- g ZAQRest {zum Priifen der Additivitit)

gegeben ist. Zeigen die MeBpunkte einen ansteigenden
Trend und liegen ein oder mehrere Punkte aulerhalb des
Vertrauensintervalles, so ist zu priifen, ob die Additivitdt
mittels einer geeigneten Transformation herbeigefiihrt
werden kann. Liegt aber der eine oder andere Punkt
auBerhalb des Vertrauensintervalles, ohne daf ein solcher
Trend vorliegt, so ist mit einem falschen Versuchswert
zu rechnen, ) )

Diese Priifung liBt sich bei der vorgeschlagenen
Berechnungsweise in gleicher Weise durchfiihren,
indem man von den Gréflen X'x;; X; zu p; ibergeht
und die Korrelation zwischen M p; und X; (anstelle

von p; und x;) priift. Es ist ndmlich

_ ij:Z'xini——MEXj.
Ferner ist

z’dg:MLZAQR.

Damit ergeben sich die Vertrauensgrenzen fiir
P = 0,05 zu:

MP+2YMXZAQr+ & 2'AQRest (sum Prifen der Additivitat)

Fiir unser Beispiel sind die Vertrauensgrenzen sowie
die einzelnen MeBpunkte mit den TUKEYschen sowie
den eigenen Koordinaten aus Abb. 1 ersichtlich.
Indessen diirfte in zahlreichen Fallen auf diese
Priifung verzichtet werden kénnen. Eine Fehlmes-
sung, die eine bestehende Additivitidt zerstort, wird
niamlich im allgemeinen so grof sein, daB sie in den
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meisten Fillen auch ohne diese Priifung erkannt wird.
Dies mége wiederum an unserm Beispiel veranschau-
licht werden. Andert man etwa das an der ersten
PMZ von Pflanze 1 erzielte Ergebnis (8 Univalente)
in 38 um (die Hochstzahl der Univalente betrégt 40},
so bleibt die Additivitit erhalten. Hingegen wird
der Wert 38 fiir die Pflanze 1 sicher als ungewdhnlich
angesehen werden. (In der Tat wurde bei dieser
Pilanze unter 20 PMZ keine mit mehr als 8§ Univalen-
ten beobachtet.)

2. Priifung der Additivitit bei ,,lateinischen Qua-
draten* und mehrfachen Streuungszerlegungen

Fiir die allgemeine Form des Turev-Testes 148t
sich eine Vereinfachung der Durchfithrung wohl nicht
ohne weiteres erzielen. Dagegen ergeben sich fiir
Zerlegungen nach drei und mehr Faktoren, wobei
Wiederholungen einem Faktor gleichzusetzen sind,
andere Moglichkeiten der Priifung.

Bekanntlich sind bei allen Streuungszerlegungen
mit mehreren Faktoren (den Hauptfaktoren)
Wechselwirkungen zu unterscheiden, die als Neben-
faktoren einen priifbaren EinfluBl auf das zu unter-
suchende Geschehen ausiiben. Die Wechselwirkung
(interaction) stellt somit eine von den Hauptfaktoren
verschiedene, jedoch durch diese bedingte zusitzliche
Wirkung dar. Diese besteht z. B. bei zwei Faktoren
4 und B mit den Wirkungen 0 und & bzw. 0 und b
darin, daB die Wirkung etwa des Faktors 4 unter
dem EinfluB der Wirkungsstufe B = ¢ eine andere
ist oder sein kann als unter dem EinfluB der Wir-
kungsstufe B = b. Die Differenz in den Wirkungen
von 4 auf den beiden Stufen von B gibt ein MaB der
bestehenden Wechselwirkung an. Nun kann leicht
gezeigt werden, daB diese Wechselwirkung gleich 0
ist, falls die Wirkungen von 4 und B sich additiv
verhalten. Dies 1a8t sich am einfachsten am Modell
einer 2 X 2-Tafel demonstrieren. Ist g die Grund-
streuung und verhalten sich 4 und B einmal additiv,
einmal multiplikativ, so ergeben sich folgende Ver-
hiltnisse:

a) A und B wirken b) 4 und B wirken

additiv: multiplikativ:
Faktor A Faktor A4
o] a o a
7 5
g g+ a ° K g g |o
5 g
g-+-b g+a+b | W bg apg|b ®

Die Wechselwirkung betrdgt:

a) im Falle additiver Wirkung:

g-+a+b)— (48 —I[g+a)—4l
=(g+atb)+g—(g+a)—(+
=g+atbtg—g—a—g—0
=0
b) im Falle multiplikativer Wirkung:
(@bg—bg)—(ag—g =abg+g—ag—1Ug
=ga—1)(b—1)
# 0, sofern nicht 2 und/oder
= 1 ist.

Auch wenn die Wirkung einer anderen, von der ad-
ditiven verschiedenen, GesetzmiBigkeit folgt, ergibt
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sich durchweg eine von o verschiedene Wechsel-
wirkung. GOULDEN (1952) sagt: ,,Esist von Interesse,
zu bemerken, daB nur im Falle additiver Wirkung
die Wechselwirkung gleich o ist".

Ay
38 42 48 54 &0
X100
42
obere Verfrauensgrenze
4= 2000
38
36 7800
34
42 700
T 3077 R M5
)
Rz a T
&
46 =
o . 7200
48,
20 - 7000
untere Verfrauensgrenze
%8
7 7 % 7% 2

Xj—>

Abb. 1. p; (bzw. die GréBe M p,) als Funktion der durchschnittlichen Anzahl
der Univalente =, (bz_w. der Summe der Univalente Xj) je Pflanze mitsamt den
Durchschnittswerten p (bzw. M p) und deren Vertrauensgrenzen fiir P = 0,05.

Somit liegt es nahe, bei einer mehrfachen Streuungs-
zerlegung die Wechselwirkung zur Beurteilung der
Additivitdt heranzuziehen. Dies ist nun praktisch
erst von einer dreifachen bzw. von einer doppelten
Streuungszerlegung, die mit Wiederholungen durch-
gefiihrt wurde, an moglich. Zwar stellen wir bereits
bei einer doppelten Streuungszerlegung (ohne Wieder-
holungen) eine Wechselwirkung fest. Diese fallt
jedoch mit der Rest(Fehler-)streuung zusammen und
148t sich aus diesem Grunde nicht beurteilen. Ahn-
lich liegen die Dinge beim ,,lateinischen Quadrat®,
so daf} in diesem Falle der Turgev-Test, und zwar im
letzten Falle in seiner allgemeinen Form, zur Beurtei-
lung der Additivitit heranzuziehen ist. Das ,,latei-
nische Quadrat™ ist somit der einzige Fall, in dem
die allgemeine Form des TUKE v-Testes benstigt wird.

Ergibt sich bei einer mehrfachen Streuungszerle-
gung eine signifikante Wechselwirkung, so erfolgt
die Beurteilung der zugehérigen Hauptwirkungen
an Hand dieser Wechselwirkung. Nicht additive
Wirkung eines oder beider Faktoren beeintrichtigt
dabei die Leistung einer Streuungszerlegung unter
Umstdnden nicht, sofern ndmlich die zugehérigen
Hauptwirkungen signifikant groBer sind als die
Wechselwirkung. In diesem, aber nur in diesem Falle
vermittelt die Streuungszerlegung ohne weitere
Pritfung ein richtiges Ergebnis, ohne daB die Vor-
aussetzung der Additivitit erfillt ist. Uberschreiten
dagegen die Hauptwirkungen die Signifikanzgrenze
nicht, so besagt dies nicht, daB eine entsprechende
Wirkung nicht unter Umstdnden besteht. Hier ver-
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mag in vielen Fillen eine geeignete Transformation
die Voraussetzungen fiir eine erfolgreiche Durch-
fiihrung der Analyse zu vermitteln. Es gibt indessen
Fille, in denen auch dieser Weg nicht weiterfiihrt,
wenn sich ndmlich keine Transformation finden Iaft,
die die Bedingung der Additivitdt herzustellen ver-
mag. Ein derartiger Fallldft sich leicht konstruieren.
Nehmen wir wiederum eine 2 X 2-Tafel und lassen
etwa die Wirkung von A4 additiv, die von B multipli-
kativ erfolgen:

Faktor A (additiv)

o a —
=3

g gta o '_"B*ﬁ
= O
=

bg  blg+a) |b EW
g

Als MaB der Wechselwirkung ergibt sich in diesem
Falle

blg+a)—bg—lg+a) —gd=bgtab—bg—
—g—a+g
=a(b—1)
# 0, sofern nicht
b = 11ist.

In diesem Falle wird sich nur selten, wenn iberhaupt,
eine Transformation finden lassen, die die Bedingung
der Additivitidt herstellt. Entweder wird man die
Analyse aufteilen oder den Versuch zerlegen miissen,
um die Wirkung der beiden heterogenen Faktoren
priifen zu kénnen. Auch dafiir ein kurzes Beispiel:

Im Zusammenhang mit der Beschreibung einer ein-
fachen Methode zur Bestimmung der CO,-Absorption mit
Hilfe frei aufgestellter, mit Kalilauge als Reagens be-
schickter Sahneflaschen bringt H. Warter (1951) folgen-
des Versuchsergebnis:

Tabelle 2. Absorbierte CO,-Menge an 3 verschiedenen

Standovien (1. unter Taxus, Boden wicht bewachsen, 2.

zwischen Aegopodiium wntev Biumen, 3. auf dem Balkon

des Institutes) im Veriauf von 3 Tagen und 3 Ndchien. Die

fitr die Néichie angegebenen Werle sind hiev auf die Daucr
der Tagesversuche (10 Stunden) umgevechnet.

CO, (in mg) absorbiert am Standort
Datum
Zeit ' 1 2 3

27.9. | am Tage 0,88 0,69 2,01

nachts 1,43 1,40 1,34
28. 9. | am Tage 0,87 0,59 2,00

nachts 1,31 1,12 1,36
29. 9. | am Tage 0,86 0,68 1,96

nachts 1,19 1,00 1,16

Die Analyse ergibt folgende Streuungszerlegung (Tab. 3).
In dieser Zerlegung erweisen sich die Wechselwirkungen
Standorte x Tag- und Nachtmessungen und Versuchstage
% Tag- und Nachtmessungen mit P < 0,001 bzw. < 0,05
als signifikant. Nicht signifikant dagegen ist die Wechsel-
wirkung Versuchstage X Standorte. Der Vergleich der
einzelnen Hauptwirkungen mit den entsprechenden Wech-
selwirkungen ergibt (wobei zur Priifung der Tag- und
Nachtmessungen die Wechselwirkungen Standorte X
Tag- und Nachtmessungen sowie Versuchstage X Tag-
und- Nachtmessungen unter Beriicksichtigung der Formel
von SATTERTHWAITE — siehe CocaraN und Cox (1957) —
zusammenzufassen sind), daB keine der Hauptwirkungen
als signifikant angesehen werden kann. Dieses Ergebnis
wird der Sachlage offensichtlich nicht gerecht. Es ist
darauf zuriickzufithren, daB die Voraussetzung der Addi-
ivitdt nicht erfiillt ist. Diesem Mangel ist nun im vor-
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Tabelle 3. Streuungszeviegung.

Ursache ! TAQ Fg i @XA4Q ' F
Total 3,3958 |17
Versuchstage 0,0676 | 2 | 0,0338 1,470~ —
Standorte 1,7664 | 2 | 0,8832 1,216 —
Tag- u. Nacht-
messungen 0,0280 | 1| 0,0280
Versuchstage
X Standorte 0,0262 | 4 | 0,0066 3,000
Standorte X
Tag- u. Nacht-
messungen 1,4528 | 2z | 0,7264 330,182+
Versuchstage X |
Tag- u. Nacht- . o0,0459 | 2 | 0,0230 10,455% —
messungen
Fehler | 0,0089 i 4 | 0,0022

liegenden Falle durch keine Transformation zu begegnen,
da sich eine geeignete Transformation nicht auffinden
148t (gepriift wurden die sonst meist zum Ziele fithrenden

Transformationen y = log %,y = ¥%,y = ]/x). Der Grund
dieses Versagens ist darin zu suchen, da8 die Wirkung der
einzelnen Faktoren nicht der gleichen Gesetzmilbigkeit
folgt. Wahrend die Wirkung der Versuchstage und Stand-
orte auf Grund der nicht signifikanten Wechselwirkung
zwischen diesen Faktoren als additiv anzusehen ist, trifft
dies fiir die Tag- und Nachtmessungen (CO,-Absorption
am Tage und in der Nacht) nicht zu. Auif die heterogene
Wirkungsweise der verschiedenen Hauptwirkungen ist
somit auch das Versagen der verschiedenen Transforma-
tionen zuriickzufiihren. Zerlegt man dagegen den Ver-
such und priift die am Tage und in der Nacht durchge-
fithrten CO,-Messungen gleichfalls mit Hilfe einer Streu-
ungszerlegung getrennt, so ergeben sich fiir die am Tage
durchgefiihrten Messungen signifikante Unterschiede zwi-
schen den einzelnen Standorten (P < o,001), dagegen fiir
die in der Nacht erfolgten Messungen zwischen den ein-
zelnen Versuchstagen (P < 0,05). Ebenso lassen sich
signifikante Unterschiede zwischen den CO,-Aufnahmen
am Tage und wihrend der Nacht fiir die einzelnen Stand-
orte nachweisen (P < 0,01 bzw. o,001). Es liegen somit
eine ganze Reihe signifikanter Unterschiede vor, die je-
doch in der Gesamtanalyse infolge Fehlens der Additivi-
tit nicht erfaBt werden. Diese Unterschiede treten zwar
in den signifikanten Wechselwirkungen zutage. Diese
Wechselwirkungen lassen jedoch, wie wir gesehen haben,
nicht erkennen, wo die Unterschiede zwischen den wirk-
samen Faktoren liegen.

Zusammenfassung

Fiir die einfache und doppelte Streuungszerlegung
wird eine Vereinfachung in der Durchfithrung des
Turev-Testes angegeben. Bei mehrfachen Streu-
ungszerlegungen 1iBt sich die Beurteilung der Addi-
tivitat leicht an Hand der Wechselwirkungen durch-
fithren, die im Falle additiver Wirkung nicht signi-
fikant sind. Die allgemeine Form des TurEy-Testes
bleibt somit auf die Beurteilung der Additivitat im
Falle eines ,,lateinischen Quadrates beschrinkt.
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